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1 第一章习题

1.1 约束和自由度

1 自行车共有 6 个自由度, 附加 1 个非完整约束 (后轮角速度与车架质心速度).

2 过程略

1. 是非完整约束

2. 是非完整约束

3. 是非完整约束

1.2 虚功原理

6 设广义坐标 θ 为杆与竖直方向的夹角.

1. 平衡位置为 θ = arcsin 3

√
2d
l

, 该处 δ2W = − cos θ(2d sin−3 θ − l
2
)(δ)2 < 0, 因此是稳定平衡.

2. 假设解除墙面约束, 设广义坐标为 α, θ, 有 δW = (mg sin θ( l
2
− a))δθ + (mg cos θ − F sin θ)δα, 可以解得

sin θ = 3

√
2d
l
, F = mg

tan θ
.

7 解除上下 4 根杆的长度约束, 令中间杆长度仍然固定. 设广义坐标 ϕ 为 2 杆与水平方向的夹角, 上方两杆的
拉力为 F ,下方两杆的拉力为 T . 由 δW = (P +2T sinϕ)δ(2d tanϕ)+2Fδ

√
(d− 2d tanϕ)2 + (2d)2,令 ϕ = 0(对

应题目所给位形), 可解得 F =
√
5
2
P, T = −P . 因此 1 杆受压力 P .

8 θ = 0 为平衡位置, 有 δ2W = mgl
2 tan α

(δθ)2 > 0, 不是稳定平衡.

11 设曲面方程为 y = f(x), 设广义坐标为 r, θ, 两球的坐标分别为 (x1, y1), (x2, y2)

1. 曲面方程与平衡位形 (r, θ = 0) 关系为 m1

m2
= l−r

f(x)+ x
f′(x)

, x2 + f(x)2 = (l − r)2

2. m1

√
x2 + y2 = −m2y + C
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14 参考讲义, 可得两端固定对虚位移的约束为∫ l

0

δy√
1 + ( dy

dx)
2

d2y

dx2
ds = 0

设单位水平间距载荷为 α, 虚功为

δW =

∫ l

0

α√
1 + ( dy

dx)
2

δy ds

由拉格朗日乘子法 ∫ l

0

(
α√

1 + ( dy
dx)

2

− λ√
1 + ( dy

dx)
2

d2y

dx2
) δy ds = 0

解得 y = α
2λ
x2 + C1x+ C2, 形状为抛物线.

2 第二章习题

2.1 达朗贝尔原理

2 设杆长为 2l, 广义坐标为 α, 由达朗贝尔原理

δW = mgl sinα δα−m¨⃗r δr⃗ − Iθ̈ δθ

解得 α̈ = 3g
4l

sinα, 根据牛顿力学可算出墙面支持力为 3
4
mg sinα cosα, 地面支持力 (1− 3

4
sin2 α)mg.

2.2 拉格朗日力学

5 广义势函数 V = σ⃗ · (⃗r × p⃗) = mσ⃗ · (⃗r × r⃗)

Qx =
d
dt

(
∂V

∂ẋ

)
− ∂V

∂x
= 2m(σy ż − σz ẏ)

Qy =
d
dt

(
∂V

∂ẏ

)
− ∂V

∂y
= 2m(σzẋ− σxż)

Qz =
d
dt

(
∂V

∂ż

)
− ∂V

∂z
= 2m(σxẏ − σyẋ)

即 Q⃗ = 2σ⃗ × p⃗, 这在球坐标下也成立.

7 解拉格朗日方程 d
dt

(
∂L
∂q̇k

)
− ∂L

∂qk
= 0 有

aẍ+ bÿ +
k

m
(ax+ by) = 0

bẍ+ cÿ +
k

m
(bx+ cy) = 0

1. 系统运动方程为 (
A1 sin(ωt+ ϕ1)

A2 sin(ωt+ ϕ2)

)
=

(
a b

b c

)(
x

y

)
其中 ω =

k

m
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3 第三章习题

3.1 非完整约束

3.2 拉格朗日方程的应用
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3.3 耗散函数
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4 第四章习题

4.1 变分极值问题

1 直线应满足 ρρ̈ = 2ρ̇2 + ρ2

2
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4.2 最小作用量原理
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4.3 诺特定理
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4.4 罗斯函数与罗斯方程
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5 第五章习题

5.1 有心力
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