
1.数学速查
定理 1 Schwarz不等式 :
⟨𝛼|𝛼⟩⟨𝛽|𝛽⟩ ≥ |⟨𝛼|𝛽⟩|2

定理 1 Schwarz不等式

𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑙𝑚𝑛 =
|
|
|
|𝛿𝑖𝑙
𝛿𝑗𝑙
𝛿𝑘𝑙

𝛿𝑖𝑚
𝛿𝑗𝑚
𝛿𝑘𝑚

𝛿𝑖𝑛
𝛿𝑗𝑛
𝛿𝑘𝑛|

|
|
|

∑
3

𝑖=1
𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑖𝑚𝑛 = 𝛿𝑗𝑚𝛿𝑘𝑛 − 𝛿𝑗𝑛𝛿𝑘𝑚

( ⃗𝐴 × �⃗�)
𝑘
= ∑

𝑖𝑗
𝜀𝑘𝑖𝑗𝐴𝑖𝐵𝑗

𝛁 = 𝒓 𝜕
𝜕𝑟

+ 1
𝑟
𝜽 𝜕
𝜕𝜃

+ 1
𝑟 sin 𝜃

𝝓 𝜕
𝜕𝜙

𝛁 · �⃗� = 1
𝑟2

𝜕
𝜕𝑟

(𝑟2𝑢𝑟) +
1

𝑟 sin 𝜃
𝜕
𝜕𝜃

(sin 𝜃𝑢𝜃)

+ 1
𝑟 sin 𝜃

𝜕
𝜕𝜙

𝑢𝜙

(𝑨 ×𝑩)𝑘 = 𝜀𝑘𝑖𝑗𝐴𝑖𝐵𝑗

[𝐴,𝐵𝐶] = 𝐵[𝐴,𝐶] + [𝐴,𝐵]𝐶
[𝐴𝐵,𝐶] = 𝐴[𝐵,𝐶] + [𝐴,𝐶]𝐵

定义 2 连带 Legendre多项式 :

(1 − 𝜉2)d
2𝑃
d𝜉2

− 2𝜉d𝑃
d𝜉

+(𝑙(𝑙 + 1) − 𝑚2

1 − 𝜉2
)𝑃 = 0

𝑃𝑚
𝑙 (𝑥) = 1

2𝑙𝑙!
(1 − 𝑥2)

𝑚2
2 d𝑙+𝑚

d𝑥𝑙+𝑚
(𝑥2 − 1)𝑙

定义 2 连带 Legendre多项式
定理 3 连带 Legendre多项式的正交性 :

∫
1

−1
𝑃𝑚
𝑘 (𝜉)𝑃𝑚

𝑙 (𝜉) d𝜉 = 2
2𝑙 + 1

(𝑙 + 𝑚)!
(𝑙 − 𝑚)!

𝛿𝑘𝑙

定理 3 连带 Legendre多项式的正交性
定义 4 Legendre多项式 :

𝑃𝑙(𝑥) =
1
2𝑙𝑙!

d𝑙

d𝑥𝑙
(𝑥2 − 1)2

定义 4 Legendre多项式
定理 5 Legendre多项式的正交性 :

∫
1

−1
𝑃𝑘(𝑥)𝑃𝑙(𝑥) d𝑥 = 2

2𝑙 + 1
𝛿𝑘𝑙

定理 5 Legendre多项式的正交性
定理 6 厄米多项式的正交性 :

∫
+∞

−∞
𝐻𝑚(𝜉)𝐻𝑛(𝜉)𝑒−𝜉

2 d𝜉 =
√
𝜋2𝑛𝑛!𝛿𝑚𝑛

定理 6 厄米多项式的正交性
定理 7 𝛿函数的性质 :

𝛿(𝑎𝑥) = 1
|𝑎|

𝛿(𝑥)

𝛿(𝑥) = 1
2𝜋

∫
∞

−∞
𝑒𝑖𝑘𝑥 d𝑘

𝑥𝛿(𝑥) = 0

𝛿(𝑓(𝑥)) = ∑
𝑖

𝛿(𝑥 − 𝑥𝑖)
|𝑓 ′(𝑥𝑖)|

定理 7 𝛿函数的性质
𝑓(𝑥) = 1√

2𝜋
∫𝑒𝑖𝑘𝑥𝑔(𝑘) d𝑘

𝑔(𝑘) = 1√
2𝜋

∫𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑓(𝑥) d𝑥

∫
+∞

−∞
𝑒−𝑥2 d𝑥 =

√
𝜋

𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1

𝐷 =
(
((
(𝜆1

…
𝜆𝑛)

))
),𝑃 = (𝑣1 … 𝑣𝑛)

2.态与算符
定义 8 概率密度 : 𝜌 = 𝜓∗𝜓

定义 8 概率密度
定义 9 概率流密度 :

⃗𝑗 = − 𝑖gℎg
2𝑚

(𝜓∗𝛁𝜓− 𝜓𝛁𝜓∗)

= 1
2𝑚

(𝜓∗𝑝𝜓 − 𝜓𝑝𝜓∗)

定义 9 概率流密度
定理 10 概率守恒 :概率(粒子数)守恒的微分式𝜕𝜌

𝜕𝑡 +
𝛁 · ⃗𝑗 = 0

定理 10 概率守恒
定义 11 𝛿函数规格化 :对于全空间积分发散的波函

数,可以要求
∫𝜓∗

𝑝′(𝑥)𝜓𝑝(𝑥) = 𝛿(𝑝′ − 𝑝)

定义 11 𝛿函数规格化
定理 12 不确定关系 :对任意𝜓有
⟨(Δ𝐴)2⟩⟨(Δ𝐵)2⟩ ≥ 1

4
|⟨[𝐴,𝐵]⟩|2

定理 12 不确定关系
⃗𝑝 = −𝑖gℎg𝛁

⃗𝑝2 = −gℎg2𝛁 ·𝛁
⃗𝑙 = ⃗𝑟 × ⃗𝑝
⃗𝑙 × ⃗𝑙 = 𝑖gℎg ⃗𝑙

⃗𝑙2 = 𝑙2𝑧 + 𝑙2𝑦 + 𝑙2𝑧

= − gℎg2

sin 𝜃
𝜕
𝜕𝜃

sin 𝜃 𝜕
𝜕𝜃

+ 1
sin2 𝜃

𝑙2𝑧

⃗𝑝𝑟 =
1
2
(𝒓 ⋅ ⃗𝑝 + ⃗𝑝 ⋅ 𝒓) = −𝑖gℎg(

𝜕
𝜕𝑟

+ 1
𝑟
)

= −gℎg2
1
𝑟2

𝜕2

𝜕𝑟2
𝑟2 𝜕
𝜕𝑟

⃗𝑝2 =
1
𝑟2

⃗𝑙2 + ⃗𝑝𝑟
2

[𝑥𝛼, 𝑝𝛽] = 𝑖gℎg𝛿𝛼𝛽
[𝑙𝛼, 𝑥𝛽] = 𝜀𝛼𝛽𝛾𝑖gℎg𝑥𝛾
[𝑙𝛼, 𝑝𝛽] = 𝜀𝛼𝛽𝛾𝑖gℎg𝑝𝛾
[𝑙𝛼, 𝑙𝛽] = 𝜀𝛼𝛽𝛾𝑖gℎg𝑙𝛾

[ ⃗𝑟,𝐻] = 𝑖gℎg
𝑚 ⃗𝑝

公设 13 Schödinger Equation :

𝑖gℎg
𝜕
𝜕𝑡
|𝜓⟩ = 𝐻|𝜓⟩

公设 13 Schödinger Equation
定义 14 定态 :若|𝜓(𝑡)⟩是哈密顿量的本征态,则称其
为定态.定态是体系的能量有确定值的状态.

定义 14 定态
定理 15 :定态下,一切不显含时间的力学量的平均值

和概率分布都不随时间变化

定义 16 角动量 :

𝑙𝑥 = 𝑖gℎg(sin 𝜙
𝜕
𝜕𝜃

+ cot 𝜃 cos 𝜙 𝜕
𝜕𝜙

)

𝑙𝑦 = 𝑖gℎg(− cos 𝜙 𝜕
𝜕𝜃

+ cot 𝜃 sin 𝜙 𝜕
𝜕𝜙

)

𝑙𝑧 = −𝑖gℎg
𝜕
𝜕𝜙

定义 16 角动量
𝑌 (𝜃, 𝜙) = Θ(𝜉)𝜓𝑚(𝜙)
⃗𝑙2𝑌 (𝜃, 𝜙) = 𝜆gℎg2𝑌 (𝜃, 𝜙)

𝜓𝑚(𝜙) = 1√
2𝜋

𝑒𝑖𝑚𝜙

𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜙)

= (−1)𝑚√2𝑙 + 1
4𝜋

(𝑙 − 𝑚)!
(𝑙 + 𝑚)!

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜙

球谐函数满足

⃗𝑙2𝑌𝑙𝑚 = 𝑙(𝑙 + 1)gℎg2𝑌𝑙𝑚
𝑙𝑧𝑌𝑙𝑚 = 𝑚gℎg𝑌𝑙𝑚
𝑙 = 0, 1, 2,…
𝑚 = −𝑙,−𝑙 + 1,…, 𝑙 − 1, 𝑙

∫
2𝜋

0
d𝜙∫

𝜋

0
sin 𝜃 d𝜃 𝑌 ∗

𝑙1𝑚1
𝑌𝑙2𝑚2

= 𝛿𝑙1𝑙2𝛿𝑚1𝑚2

定理 17 Backer-Hausdorff :对算符𝐴,𝐵,若𝐶 ≔
[𝐴,𝐵]满足[𝐶,𝐴] = [𝐶,𝐵] = 0,则有
𝑒𝐴+𝐵 = 𝑒𝐴𝑒𝐵𝑒−1

2𝐶 = 𝑒𝐵𝑒𝐴𝑒1
2𝐶

定理 17 Backer-Hausdorff

3. 矩阵形式
定理 18 幺正变换 :对 2套各自正交归一的基矢,存

在幺正算符𝑈使得
|𝑏1⟩ = 𝑈|𝑎1⟩,…, |𝑏𝑛⟩ = 𝑈|𝑎𝑛⟩

定理 18 幺正变换
⟨𝑝|𝑥⟩ = 1√

2𝜋gℎg
𝑒−

𝑖𝑝𝑥
gℎg

⟨𝑥|𝑝⟩ = 1√
2𝜋gℎg

𝑒
𝑖𝑝𝑥
gℎg

⟨𝑝|𝐻|𝜓⟩ = 𝑝2

2𝑚
⟨𝑝|𝜓⟩ + 𝑉 (𝑖gℎg

𝜕
𝜕𝑝

)⟨𝑝|𝜓⟩

4. 简单势场
定义 19 简并 :如果对一个给定的能量𝐸,只有一个线
性独立的波函数存在,则称该能级是非简并的,否则
称它是简并的,其线性独立的波函数的个数称为它

的简并度

定义 19 简并

4.1.关于一维定态 Schrödinger方程的解
的结论

定理 20 Wronski :若势能𝑉 (𝑥)在−∞ < 𝑥 < +∞上
没有奇点,𝜓1(𝑥)和𝜓2(𝑥)都是一维定态 Schrödinger

方程的解,而且属于相同的能量,那么

|𝜓1
𝜓′
1

𝜓2
𝜓′
2
| = constant

定理 20 Wronski
定理 21 共轭 :假定𝑉 (𝑥)是实函数,那么若𝜓是解,𝜓∗

也是解

定理 21 共轭
定理 22 反射 :若𝑉 (𝑥) = 𝑉 (−𝑥),那么若𝜓(𝑥)是解,

𝜓(−𝑥)也是解

定理 22 反射
定理 23 不简并 :一维束缚定态必是非简并态

定理 23 不简并

4.2.一维无限深方势阱

𝑉 (𝑥) = {0 if 0 < 𝑥 < 𝑎
∞ elsewhere

𝐸𝑛 = 𝜋2 gℎg2

2𝑚𝑎2
𝑛2 where 𝑛 = 1, 2, 3,…

𝜓𝑛(𝑥) = {√2
𝑎 sin(

𝑛𝜋𝑥
𝑎 ) if 0 < 𝑥 < 𝑎

0 elsewhere

4.3.三维无限深方势阱

𝑉 (𝑟) = {0 if (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ [0, 𝑎] × [0, 𝑏] × [0, 𝑐]
∞ elsewhere

𝜓𝑛1𝑛2𝑛3
(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

√ 8
𝑎𝑏𝑐

sin(𝑛1𝜋𝑥
𝑎

) sin(𝑛2𝜋𝑦
𝑏

) sin(𝑛3𝜋𝑧
𝑐

)

𝐸𝑛1𝑛2𝑛3
= 𝜋2 gℎg2

2𝑚
(𝑛2

1
𝑎2

+ 𝑛2
2
𝑏2

+ 𝑛2
3
𝑐2

)

4.4.一维有限深方势阱

𝑉 (𝑥) = {
0 if |𝑥| < 𝑎

2
𝑉0 if |𝑥| > 𝑎

2

势阱外的波函数为平面波

1



𝜓(𝑥) =

{{
{
{{𝐶𝑒𝛽𝑥 if 𝑥 < −𝑎

2
𝐴sin(𝑘𝑥) + 𝐵 cos(𝑘𝑥) if |𝑥| < 𝑎

2
𝐷𝑒−𝛽𝑥 if 𝑥 > 𝑎

2

𝛽 =
√2𝑚(𝑉0 −𝐸)

gℎg
,𝑘 =

√
2𝑚𝐸
gℎg

无量纲数 𝜉 = 𝑘𝑎
2 , 𝜂 = 𝛽𝑎

2  满足

𝜂2 + 𝜉2 = 𝑚𝑉0𝑎2

2gℎg2
偶宇称态 𝜉 tan(𝜉) = 𝜂
基态宇称为偶
奇宇称态 −𝜉 cot(𝜉) = 𝜂
在𝑉0𝑎2 ≥ 𝜋2 gℎg2

2𝑚 时才可能出现最低的奇宇称能级

𝐸𝑛 = 2gℎg2

𝑚𝑎2
𝜉2

4.5.一维有限高方势垒

𝑉 (𝑥) = {𝑉0 if 0 < 𝑥 < 𝑎
0 elsewhere

取波函数

𝜓(𝑥) = {𝑒
𝑖𝑘𝑥 +𝑅𝑒−𝑖𝑘𝑥 if 𝑥 < 0
𝑆𝑒𝑖𝑘𝑥 if 𝑥 > 0

透射系数为

𝑇 = |𝑆|2 =
(
((
(
1 + 1

(4𝐸
𝑉0
)(1 − 𝐸

𝑉0
)
sinh2(𝜅𝑎)

)
))
)

−1

where 𝜅 =
√2𝑚(𝑉0 −𝐸)

gℎg
在 𝜅𝑎 ≫ 1的情况下,

𝑇 = 16𝐸(𝑉0 −𝐸)
𝑉 2
0

𝑒−2𝑎
gℎg √2𝑚(𝑉0−𝐸)

反射系数为
|𝑅|2 + |𝑆|2 = 1

4.6.一维𝛿势垒
𝑉 (𝑥) = 𝛾𝛿(𝑥)

− gℎg2

2𝑚
d2𝜓
d𝑥2

= (𝐸 − 𝛾𝛿(𝑥))𝜓

在 Schödinger方程的奇点𝑥 = 0处𝜓″不存在,𝜓不连
续,对 Schödinger方程积分可得跃变条件

𝜓′(0+) − 𝜓′(0−) = 2𝑚𝛾
gℎg2

𝜓(0)

𝜓(𝑥) = {𝑒
𝑖𝑘𝑥 +𝑅𝑒−𝑖𝑘𝑥 if 𝑥 < 0
𝑆𝑒𝑖𝑘𝑥 if 𝑥 > 0

where 𝑘 =
√
2𝑚𝐸
gℎg

由连续性与跃变条件有
𝑆 = 1

1 + 𝑖𝑚𝛾
gℎg2𝑘

𝑅 = 𝑆 − 1 = −𝑖𝑚𝛾
gℎg2𝑘

1
1 + 𝑖𝑚𝛾

gℎg2𝑘

𝑇 = |𝑆|2 = 1
1 + 𝑚𝛾2

2gℎg2𝐸
|𝑅|2 + |𝑆|2 = 1

特征长度为𝐿 = gℎg2
𝑚𝛾 ,特征能量为𝐸 = 𝑚𝛾2

gℎg2

4.7.一维谐振子
𝑉 (𝑥) = 1

2
𝑘𝑥2

4.7.1.幂级数法
d2𝜓
d𝜉2

+ (𝜆 − 𝜉2)𝜓 = 0

where 𝜔 = √ 𝑘
𝑚
, 𝜆 = 2𝐸

gℎg𝜔
, 𝜉 = 𝑥√𝑚𝜔

gℎg

𝐸𝑛 = (𝑛 + 1
2
)gℎg𝜔

𝜓𝑛(𝑥) = (𝑚𝜔
𝜋gℎg

)
1
4 1√

2𝑛𝑛!
𝐻𝑛(𝜉)𝑒−

𝜉2
2

where 𝐻𝑛(𝑥) = (−1)𝑛𝑒𝑥2 d𝑛

d𝑥𝑛
𝑒−𝑥2

4.7.2.升降算符法

𝐻 = 𝑝2

2𝑚
+ 𝑚𝜔2𝑥2

2

𝑎 = √𝑚𝜔
2gℎg

(𝑥 + 𝑖𝑝
𝑚𝜔

)

𝑎† = √𝑚𝜔
2gℎg

(𝑥 − 𝑖𝑝
𝑚𝜔

)

𝑁 = 𝑎†𝑎
[𝑎, 𝑎†] = 1

𝐻|𝑛⟩ = (𝑛 + 1
2
)gℎg𝜔|𝑛⟩

𝐸𝑛 = (𝑛 + 1
2
)gℎg𝜔

[𝑁, 𝑎] = −𝑎
[𝑁, 𝑎†] = 𝑎†

𝑎|𝑛⟩ =
√
𝑛|𝑛 − 1⟩

𝑎†|𝑛⟩ =
√
𝑛 + 1|𝑛 + 1⟩

|𝑛⟩ = 1√
𝑛!
(𝑎†)𝑛|0⟩

𝑎|0⟩ = 0

𝜓0(𝑥) = (𝑚𝜔
𝜋gℎg

)
1
4
𝑒−𝑚𝜔

2gℎg 𝑥
2

⟨𝑥|𝑛⟩ = 1√
𝑛!
⟨𝑥|(𝑎†)𝑛|0⟩

= 1√
2𝑛𝑛!

(𝑚𝜔
𝜋gℎg

)
1
4

(√𝑚𝜔
gℎg

𝑥 +√ gℎg
𝑚𝜔

d
d𝑥

)
𝑛

𝑒−𝑚𝜔
2gℎg 𝑥

2

5.守恒量与对称性
5.1.守恒量
定理 24 Ehrenfest :若力学量𝐴不显含时间,有

d
d𝑡
⟨𝐴⟩ = 1

𝑖gℎg
⟨[𝐴,𝐻]⟩

定理 24 Ehrenfest
证明 :考虑力学量𝐴(𝑡)在任意|𝜓(𝑡)⟩上的演化,可得

d
d𝑡
⟨𝐴⟩ = ⟨𝜕𝐴

𝜕𝑡
⟩ + 1

𝑖gℎg
⟨[𝐴,𝐻]⟩

此外𝐴不显含时间,有𝜕𝐴
𝜕𝑡 = 0. ∎

定理 25 :若力学量𝐴不显含时间,且[𝐴,𝐻] = 0,则𝐴
在任何|𝜓(𝑡)⟩下的平均值与概率分布均不变.

证明 :平均值不变由定理 24 说明,概率分布的证明
如下

取包含𝐴,𝐻在内的力学量完全集,将任何态|𝜓⟩用完
全集的共同本征态{|𝜓𝑘⟩}展开

|𝜓(𝑡)⟩ = ∑
𝑘

𝑎𝑘(𝑡)|𝜓𝑘⟩

其中𝑎𝑘(𝑡) = ⟨𝜓𝑘|𝜓(𝑡)⟩ 现在考虑概率的变化
d
d𝑡
|𝑎𝑘(𝑡)|

2 = d𝑎∗𝑘
d𝑡

𝑎𝑘 + 𝑎∗𝑘
d𝑎𝑘
d𝑡

由于
d𝑎∗𝑘
d𝑡

= − 1
𝑖gℎg
⟨𝜓|𝐻|𝜓𝑘⟩ = −𝐸𝑘

𝑖gℎg
𝑎∗𝑘

d𝑎𝑘
d𝑡

= 𝐸𝑘
𝑖gℎg

𝑎𝑘
因此 d

d𝑡 |𝑎𝑘(𝑡)|
2 = 0. ∎

例 26 :中心力场中的守恒量为{𝐻, ⃗𝑙2, 𝑙𝑧}.

例 27 :自由粒子的态可以用{𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧}标记,对应能
量的简并度一般是无穷大.

定理 28 Feynman-Hellmann :若系统哈密顿量含
有某参数𝜆,𝐸𝑛为哈密顿量的本征值,相应归一化本

征态(束缚态)为|𝜓𝑛⟩,有
𝜕𝐸𝑛
𝜕𝜆

= ⟨𝜓𝑛|
𝜕𝐻
𝜕𝜆

|𝜓𝑛⟩

定理 28 Feynman-Hellmann

定理 29 位力(virial) :处于势场𝑉 ( ⃗𝑟)中的粒子,动能
算符在定态上的平均值为

⟨𝑇 ⟩ = 1
2
⟨ ⃗𝑟 ⋅ 𝛁𝑉 ⟩

定理 29 位力(virial)
推论 29.1 :当势能为坐标的𝑛次齐次函数时,有

⟨𝑇 ⟩ = 𝑛
2
⟨𝑉 ⟩

5.2.力学量完全集
定义 30 CSCO :彼此独立,互相对易的厄米算符的共
同本征态如果能唯一确定体系的状态,那么这组力
学量就称为对易力学量完全集(complete set of

commuting observables).

定义 31 CSCO
定义 31 CSCCO :如果对易力学量完全集中包含哈
密顿量,并且哈密顿量是守恒量(不显含时间),那么
该完全集中所有力学量都是守恒量,这样的完全集
称为对易守恒量完全集(complete set of commuting

conserved observables).

定义 32 CSCCO

5.3. Schödinger图像与 Heisenberg图像
定义 32 Schödinger图像 : |𝜓(𝑡)⟩随时间演化,其变化
遵守 Schrödinger方程,力学量算符(不显含时间)与
时间无关,这种描述方式称为 Schrödinger图像.

定义 33 Schödinger图像
定义 33 Heisenberg图像 : |𝜓⟩不随时间变化,力学量

算符𝐴(𝑡)随时间演化,这种描述方式称为
Heisenberg图像¹.

定义 34 Heisenberg图像
定理 34 Heisenberg方程 :算符𝐴(𝑡)随时间的变化

为
d
d𝑡
𝐴(𝑡) = 1

𝑖gℎg
[𝐴(𝑡),𝐻]

定理 35 Heisenberg方程

5.4.相互作用图像
相互作用图像介于 Schrödinger图像和 Heisenberg
图像之间,在用微扰论来处理问题时有广泛的应用.

5.5.全同粒子体系与交换对称性
定义 35 全同粒子 :经典中,由于粒子的性质和状态
可以连续变化,谈不上两个粒子真正全同.但实际上
粒子是量子化的,属于同一类(内禀属性即静质量,电
荷,自旋,磁矩,寿命, 内部结构等相同)的粒子称为全

同粒子.

定义 36 全同粒子
定义 36 交换算符 :

𝑃𝑖𝑗𝜓(…, 𝑞𝑖,…, 𝑞𝑗,…, 𝑡)
= 𝜓(…, 𝑞𝑗,…, 𝑞𝑖,…, 𝑡)

定义 37 交换算符
定理 37 :交换算符是厄米的.

定理 38 :交换算符是幺正的.

公设 39 全同性假设 :全同粒子体系中,可观测量对
任何两个粒子交换是不变的,即任意两个全同粒子

的交换,都不改变体系的物理状态.

公设 40 全同性假设
推论 39.1 全同粒子体系波函数的性质 :根据定义 37
以及公设 40,全同粒子体系的波函数𝜓满足

𝑃𝑖𝑗𝜓 = 𝐶𝜓
𝐶 = ±1

推论 41 全同粒子体系波函数的性质
定理 40 全同粒子的统计性不变 :全同粒子系的波函
数交换对称性是不随时间变化的,即 Bose统计或

Fermi统计是不变的.

定理 42 全同粒子的统计性不变

¹除了小节 5.3 以外,其他部分均采用 Schrödinger图像
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定理 41 𝑁个全同玻色子体系的波函数 :
Ψ𝑆
𝑛1…𝑛𝑁

(𝑞1,…, 𝑞𝑁)

= √∏𝑖 𝑛𝑖!
𝑁!

∑
𝑃

𝑃(𝜓𝑘1
(𝑞1)…𝜓𝑘𝑁

(𝑞𝑁))

定理 43 𝑁个全同玻色子体系的波函数
定义 42 反对称化算符 :

𝒜 = √ 1
𝑁!

∑
𝑃

𝛿𝑃𝑃

这里𝑃代表𝑁个粒子的一种排列,𝛿𝑃在𝑃是经过奇数
个对换得到时为−1,偶数个对换为+1

定义 44 反对称化算符
定理 43 𝑁个全同费米子体系的波函数 :
Ψ𝐴
𝑛1…𝑛𝑁

(𝑞1,…, 𝑞𝑁)

= √ 1
𝑁!

|
|
|
|𝜓𝑘1

(𝑞1)
⋮

𝜓𝑘𝑁
(𝑞1)

…

…

𝜓𝑘1
(𝑞𝑁)
⋮

𝜓𝑘𝑁
(𝑞𝑁)|

|
|
|

= 𝒜𝜓𝑘1
(𝑞1)…𝜓𝑘𝑁

(𝑞𝑁)

定理 45 𝑁个全同费米子体系的波函数
定理 44 Pauli不相容原理 :不允许有两个及以上全

同的费米子处于同一个单粒子态

定理 46 Pauli不相容原理
例 45 :对 3个全同粒子组成的系统,如果可能的单粒
子态有 3种.那么 Boltzmann统计(经典统计),Bose
统计,Fermi统计下,系统的可能态数目分别为

27,10,1.

一般来说,对于 3个及 3个以上的全同粒子体
系,Bose统计与 Fermi统计的可能态数目总是少于

Boltzmann统计.因为后者包含有一些没有对称性或
混杂对称性的状态.

5.6.二次量子化方法
对全同粒子编号本来就是多余的,粒子填布数表象
描述全同粒子体系的量子态更为方便.

在同一势场中运动的全同粒子体系的态可以用单
粒子态上的粒子占有数表示

|𝑛1𝑛2𝑛3…⟩ = |𝑛1⟩|𝑛2⟩|𝑛3⟩…
即在|𝜓1⟩, |𝜓2⟩, |𝜓3⟩,…上分别有𝑛1, 𝑛2, 𝑛3,…个粒
子.
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